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Abstract 

We describe the Tits buildings of the Siegel modular groups j 
and Fl t for t squarefree. These give the configuration of bound- 
ary components in the moduli Spaces of abelian surfaces with 
polarization of type and polarization of type with 

canonical level structure. We also do the same calculation for 
the Siegel modular groups Ti^p{q) for p,q prime, p odd, corre- 
sponding to moduli of abelian surfaces with polarization of type 
and füll level-g structure. Colour pictures are available at: 



|ittp : //www . bath . ac . uk/'masgks/Buildings 



Wir werden die Titsgebäude gewisser Siegelscher Modulgruppen, die Mo- 
dulräumen polarisierter abelscher Varietäten mit Levelstruktur entsprechen, 
berechnen. Diese Gebäude geben bekanntlich die Struktur des Randes des 
Modulraums wieder. Die Berechnungen sind völlig elementar aber etwas 
lästig. Wir wollen erreichen, daß künftige Untersuchungen durch diesen 
Artikel verkürzt werden können. Darüberhinaus sind wohl die Aussagen 
eleganter als die Beweise. 

Im ersten Teil beschreiben wir kurz die Modulräume und den Zusammen- 
hang mit Titsgebäuden Symplektischer Gruppen. Dem zweiten bzw. dritten 
Teil sind den Berechnungen des Titsgebäudes für T^ ^ und Ti^t (t quadrat- 
frei) bzw. Ti^p{q), p,q prim, p > 2, gewidmet. Für die Gruppen ver- 



wenden wir die Notation aus |HKW|. Dabei gehört F^^, bzw. Fi^^ zu 



den Modulräumen abelscher Flächen mit Polarisierung vom Typ ohne 
Levelstruktur bzw. mit kanonischer Levelstruktur und Ti^p{q) zu den Mo- 
dulräumen mit Polarisierung vom Typ mit ganzer Levelstruktur der 
Stufe q. 

Weitere, farbige Bilder befinden sich auf der Seite: 



jittp : //www . bath . ac . uk/~niasgks/Buildings 



Dieser Artikel beruht im wesentlichen auf der Hannoverschen Diplomar- 
beit des ersten Autors, die unter Begleitung von Prof. K. Hulek zustande 
gekommen ist. Die Verfasser danken dem DAAD und dem British Council 
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für finanzielle Unterstützung im Rahmen des ARC-Projekts 313-ARC-XIII- 
99/45. 



1 Modulräume polarisierter abelscher Flächen 

Modulräume polarisierter abelscher Varietäten erhält man als Quotienten 
der Siegeischen oberen Halbebene Mg nach arithmetischen Untergruppen T 
der symplektischen Gruppe Sp{2g,Q). Der resultierende Quotientenraum 
r\EIc, ist eine quasiprojektive Varietät mit schlimmstenfalls Quotientensin- 
gularitäten. Die Frage nach der Kompaktifizierung dieses Raumes stellt 
sich in natürlicher Weise. Eine Möglichkeit, dieses Problem anzugehen, 
besteht in Mumford's Konzept der toroidalen Kompaktifizierung, wie sie 



in [HKW] für den Fall der (l,p)-polarisierten Flächen (p prim) beschrieben 
wurde. Dabei wird IHI2 vermöge der Cayley-Abbildung isomorph auf das 
dreidimensionale beschränkte Gebiet V2 := {Z G Sym(2, C) : 1 — ZZ > O} 
abgebildet. Für den topologischen Abschluß definiert man dann sogenannte 
rationale Randkomponenten. Es stellt sich heraus, daß diese in 1:1 Beziehung 
zu isotropen Unterräumen von stehen. Aber mehr noch: Eine Rand- 
komponente F' ist genau dann echt im Abschluß einer Randkomponente F 
enthalten, wenn der zu F' zugehörige Unterraum Upi den Unterraum Up 
zu F echt enthält. Die Operation von Sp(4,R) auf EI2 induziert eine Oper- 
ation auf I?2) die in natürlicher Weise auf den topologischen Abschluß 'D2 
fortgesetzt werden kann. 

Interessieren wir uns für eine arithmetische Untergruppe F C Sp(4, Q), 
müssen wir den Quotienten P2 nach F betrachten. Die rationalen Randkom- 
ponenten von I?2 modulo F stehen dann in 1:1 Beziehung zu den Bahnen 
isotroper Unterräume von modulo F, wobei F auf durch 



7 : f 1-^ u • 7 

operiert {v € sei hier und im weiteren Verlauf als Zeilenvektor notiert). 
Die Beschreibung der Bahnen isotroper Unterräume modulo F und deren 
Nachbarschaftsrelationen werden in einem Graphen, dem Titsgebäude der 
jeweiligen arithmetischen Untergruppe von Sp(4,Q), kodiert. Dabei ent- 
spricht eine Ecke e{U ■ F) dieses Graphen einer Bahn eines nichttrivialen 
isotropen Unterraums U C Q'^ bezüglich der Operation von F und je zwei 
Ecken e{Ui -F) und e{U2 -F) werden genau dann mit einer Kante verbunden, 
wenn es ein 7 G F gibt, so daß C/i • 7 C C/2 oder U2 C Ui ■ j gilt. Das 
Titsgebäude gibt also die Konfiguration der Randkomponenten des jeweils 
betrachteten Modulraums wieder. 

Es seien ei und 62 Basisvektoren des und ui,... ,0:4 eine Basis eines 
Gitters L C von maximalem Rang und coi = uJuei + i02ie2, i = 1, . . . ,4. 
Dann ist C^/L ein komplexer Torus, der keineswegs projektiv-algebraisch 
sein muß. Ein komplexer Torus X = C^/L, der gerade diese Eigenschaft 
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hat, heißt aheische Fläche. Dies ist genau dann der Fall, falls es eine nicht 
entartete alternierende Bilinearform a gibt, die bezüglich der gewählten Ba- 
sis durch eine Matrix A G Mat(4, Z) dargestellt wird, so daß bezüglich der 
Periodenmatrix von X 



gelten. 

Für eine geeignete Wahl der Basis von L kann man erreichen, daß a durch 
die Matrix 



dargestellt wird. Dabei sind ei, 62 eindeutig bestimmte positive ganze Zahl- 
en mit ei|e2. Das Paar (61,62) heißt Typ der Polarisierung. Da die Mo- 
dulräume abelscher Flächen mit (61,62)- und (Ä;6i, Ä;62)-Polarisierung kan- 
onisch isomorph sind, darf man ohne Einschränkung ei = 1 annehmen. Um 
die kombinatorische Aufgabe im angemessenen Rahmen zu halten, werden 
wir im weiteren Verlauf nur Polarisierungen vom Typ {l,t),t > und t 
quadratfrei betrachten. 

Definition. Die Gruppe von linearen Automorphismen auf L, die die Form 
A invariant läßt, also 



heißt symplektische Gruppe bezüglich A. 

Die Operation von Sp(A, Z) auf dem Gitter L induziert eine Operation auf 




die Riemannschen Relationen 



(i) n^-i*n 

(ii) illA-^^Ü 



> 



und 




Sp(A,Z) := {7 G GL(4,Z) | -fA^j = A} 



IHI2, die für eine Matrix 




durch 




: r 




gegeben ist. Durch Austeilen dieser Operation wird der Quotient 



Sp(A,Z)\H2 



zu einem Modulraum (61, 62)-polarisierter abelscher Flächen. 
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Mit bezeichnen wir das duale Gitter zu L bezüglich a, das heißt 

= {y G L g)z M j a{x, y) G Z für alle x e L} 

Der Quotient /L ist eine endliche Gruppe, die isomorph zu (Zg^ xZgj)^ ist. 
Diese trägt eine alternierende Form a', die in den kanonischen Erzeugenden 
durch die Matrix 

E-^ 
-E-^ 

bestimmt ist. Eine Levelstruktur vom kanonischen Typ ist ein Isomorphis- 
mus 

A : L^/L ^ (Zei X Ze^f 

der die durch a auf /L induzierte alternierende Form in die Form a' 

überführt. 

Wird nun zusätzlich die Erhaltung der Levelstruktur gefordert, so gibt es 
wie zuvor eine Korrespondenz zwischen den Punkten von H2 und abelschen 
Flächen mit Levelstruktur, jedoch verkleinert sich die Gruppe der Automor- 
phismen zu einer Untergruppe von Sp(A, Z). 

Setzen wir L = Z^, dann ist = ^Z © ^-Z — Z ^-Z bezüghch A. Die 

' ei 62 ei 62 ° 

Automorphismen in Sp(A, Z), die die Identität auf L^/L induzieren (und 
damit die Levelstruktur erhalten), sind gerade die Elemente g aus Sp(A,Z), 

für die vg = v mod L für alle v € gilt. 

Zusätzlich betrachten wir das Gitter = -Z © -Z © -Z © -Z, das duale 



Gitter von L bezüglich nJ := n 



I2 
-I2 



Definition. Wir definieren folgende Matrixgruppen: 

f°^, = Sp(A,Z) 

fi^t = Ige tl^^ \vg = v mod L für alle t; G 
f = lg etlf\vg = v mod L für alle t; G 



Bemerkung. Häufig wird statt Fi^t < Sp(A, Z) mit der zu ihr konjugierten 

Gruppe Fi = R^^fi^tRt < Sp(4,Q), Rt = diag(l, 1, 1, t) gearbeitet. Diese 
hat den Vorteil, daß sie durch gebrochen-lineare Transformationen auf H2 
operiert. Bei der Berechnung des Titsgebäudes ist dieser Unterschied aber 
ohne Bedeutung. Allerdings werden unter Verwendung der Gruppe Fj statt 
A-isotroper Unterräume J-isotrope Unterräume klassifiziert. Wir werden im 
weiteren Verlauf isotrop als A-isotrop verstehen. 
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Zuerst werden wir noch einige zahlentheoretische Überlegungen anstellen. 
Für eine positive ganze Zahl n setzen wir 

:= 1, u{2) := 3 und u{n) := ^n^ JJ (1 - q-'^) fürn > 3 

q\n,q prim 

und definieren die Menge der Nichttorsionselemente 

7V(n) := {(a, b) G \ \{a, b) ^ wenn / A G Z„} 
= {(a,6) GZ2 lggT(n,a,6) = 1} 

sowie 

M{n) ■.= M{n)/±l 

Für jeden Teiler k von n sei 

Mk{n) = {{a, b)eZl\ ggT(n, a, b) = k}. 

Insbesondere ist A/i(n) = M{n) und Mn{n) = {(0, 0)}. Offensichtlich ist 
die disjunkte Vereinigung = |J J\fk{n), so daß n2 = ^ #A4(n) ist. 

fc|n fc|n 

Lemma 1.1 i^s sei n > 2. Die Anzahl der Restklassen in Min) beträgt 

q\n, qprim 

Beweis: ||Z], Hilfssatz 1.2.3] 

Es sei die Gruppe der Einheiten aus Zfj. Dann operiert Z,^ frei auf A/'(Ti) 
durch A • {v,w) := (A-y, Atf). Wir betrachten die Menge 

ö{n) ■.= M{n)/Z:i 

und setzen 

9(1) = 1, i>{2) = 3 und P(n) = — TT (1 - q'^) für n > 3. 

q\n,q prim 

wobei (/) die Eulersche (^-Punktion ist. Aus Lemma |l.l| folgt unmittelbar, 
daß iy{n) die Anzahl der Restklassen in 0{n) (n > 2) bestimmt. Mit (j){n) 
werden wir die Anzahl der Elemente in Z^ / i 1 bezeichnen, also 

4){1) = 4){2) = 1 und 4>{n) = ^^t) fürn > 3 



Lemma 1.2 Es seien xi, X2, x^, G Z mit ggT(xi, 0:2, X3, a;4) = 1 und 
X2 7^ 0. Dann gibt es X, fi & TL, so daß ggT(a;i + Axa + /iX4, 0:2) = 1 ist- 



Beweis: |HKW, Lemma 3.35] 
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2 Die Gebäude T{fl^) und T(fi,i), t quadratfrei 



Definition. Es sei v = (ui, f2, 'Wa, 1^4) ein primitiver Vektor aus Z^. Dann 
heißt 



der t-Divisor von v. 



Zur Berechnung der Titsgebäude werden uns folgende Matrizen aus t^^^ (für 
k e Z) nützhch sein, die durch Rechtsmultiphkation auf operieren: 



Mi{k) 



(l k 0\ 

10 

10 

yo -tk 1/ 

/ 1 0\ 

-tfc 1 

1 

V 1/ 



M2(Ä:) 



/l 

1 



Vo 



k\ 
tk 

1 
1/ 



und für G SL(2, Z) 



Ji 



c d 



/a b 0\ 

10 

c d 

VO 1/ 



J2 



a b 
c d 



n 













a 





b 








1 





^0 


c 





dJ 



Es gilt: M,(n) € fi,((n) C fi,t, i^(ri(n)) C fi,t(n) und ii(ri(t)) C fi,t 
wobei ri(A;) := {7 G SL(2,Z) | 7 = I2 mod fc}. 

Einen Vektor der Form (0, a, 0, b) werden wir im folgenden mit 'ü(a,&) und 
den Vektor (1,0,0,0) mit Vq notieren. 

Satz 2.1 Zwei primitive Vektoren aus Z^, v = {vi,V2,v^,V4) und w = 
{wi,W2,W3,W4) sind genau dann Tl^^-äquivalent, falls sie den gleichen t- 
Divisor r = dt(v) = dt{w) haben. Sie sind genau dann Fi^f-äquivalent, falls 
auch {v2,V4) = {w2,W4) mod r gilt. 

Beweis: Der Beweis wird in 3 Schritten geführt. Zunächst werden wir 
einen beliebigen primitiven Vektor v = (f 1, f2, i'/i) G mit dt{v) = r 
vermöge Ti^t in einen Vektor der Form (r, 02)0,04) mit ggT(a2,a4) = 1 
transformieren, den wir mit F^ ^ in den Vektor (r, 1,0, 0) überführen wer- 
den. Im 2. Schritt wird die Invarianz des t-Divisors eines primitiven Vektors 
unter FJ ^ gezeigt und letztlich wird bewiesen, daß zwei Vektoren (r, ^2, 0, V4) 
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und {r, 102,0,1x14) genau dann Fi^j-äquivalent sind, falls (^2,^4) = {w2,W4) 
mod r ist. 

I.Schritt: Es sei also (^1,^3) = (0,0) mod r. Ohne Einschränkung sei 
Vi / 0. Setze xi = ^vs, X2 = ^wi ^ 0, = ^V2 und X4 = -^v^. Da r der 
t-Divisor von v ist, gilt ggT(a;i, X2, f ) = 1 und somit ist ggT(a;i, X2, x^, X4) = 
ggT(xi,X2, ^f2, ;pf4) = ggT^ixi,X2,V2,V4) = 1, da u primitiv ist. Wen- 
den wir Lemma auf X2, X3, X4) an, so liefert dieses X, fi ^ Z mit 
ggT(x2, xi +AX3+/XX4) = 1. Unter Ml (/x)M2(A) werden die Einträge (^1,^3) 
nach {vi,V3 + Xtv2 — fitv4 + Xfitvi) transformiert und es gilt 

ggT(i;i, W3 + Xtv2 - ntv4 + X^tvi) = ggT(wi, U3 + Xtv2 - ntv4) 

= ggT(rx2, rxi + Xrx^ + iJ,rx4) 

= rggT{x2,Xi+ XX3 + fIX4) 

= r 

Wir können also ggT(fi,f3) = r annehmen. Ein geeignetes Element aus 
ji(SL(2, Z)) bringt diesen nach (r, V2, 0, V4). Ist nun V2 = 0, so transformiert 
Mi(l) den Vektor v nach {r,r, —tv4,V4), der wiederum durch ji(SL(2,Z)) 
auf (r,r, 0,^4) geht. Wir können also auch f2 7^ annehmen. Nun ist 
ggT(r, f25 ^^4) = 1, da die Eigenschaft primitiv eines Vektors aus unter 



j erhalten bleibt. Wenden wir nun Lemma L2 auf (^4,^2,^^,0) an, so 
liefert uns diese ein € Z mit ggT(f2, '^4 + /ur) = 1. Anwendung der Matrix 
M2{ß) transformiert v nach {r,V2, ^tv2,V4 + fir), der via ji(SL(2,Z)) auf 
(r, f2)0, f4 + /ir) geht. Ein beliebiger primitiver Vektor v mit dt{v) = r 
kann also nur unter Verwendung von Matrizen aus Ti^t auf einen Vektor der 
Form (r, 02,0, 04) gebracht werden. Da ggT(f2,t'4 + fJ-r) = 1 ist, finden wir 
letztlich ein Element aus j2(SL(2,Z)), das (r, f2)0, ^4 + fir) auf (r, 1,0, 0) 
transformiert. 

2. Schritt: Nach dem I.Schritt reicht es aus zu zeigen, daß ein Vektor 
der Form v = (r, 1,0,0) E Z^,r|f die Eigenschaft dt{v) = r unter der Op- 



eration von behält. Als Verallgemeinerung der Überlegungen in |HW, 

Lemma 0.5] ergeben sich für eine Matrix {rriij) € FJ^ notwendigerweise die 
Kongruenzen 

17121 = ""^41 = ""^23 = "l43 = mod t 

?Tiiim33 — nii^m^i = 1 mod t 

Wenden wir also eine Matrix M = (rriij) € F° ^ auf v an, so erhalten wir 

V ■ M = (rmii -I- m2i, *, rmi3 -|- m23, *) 

Der t-Divisor von w • M ist 

dt{v ■ M) = ggT(rmii -h m2i,rmi3 -h m23,t) 
= ggT(rmii,rmi3,t) 

^, t, 
= rggT(mii,mi3, -). 

r 
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Wäre ggT(mii,mi3, ^) ^ 1, dann auch ggT(mii, mis, 7^ 1 im Wider- 
spruch zu miim33 — miamsi = 1 mod t. 

S.Schritt: Es ist klar, daß zwei Ti^f-äquivalente primitive Vektoren v = 
(f 1, f2, f3, ^4) und w = (u)i, u)2, ifs, 1^4) die Kongruenz (^2,^4) = {w^^wa) 
mod r erfühen müssen. Hier geht im wesenthchen ein, daß für eine Matrix 
M = {ntij) € Ti^t notwendigerweise die Kongruenz 

77122 — 1 = m44 — 1 = 77124 = 'TZ42 = mod t (f) 

gelten muß, die natürlich auch modulo r gelten. Ist nun v ■ M = w für ein 
M = (rriij) G Fi^t, dann ist 

W2 = 771,12^1 + 77T,22t'2 + "1-32^3 + 771,42^4 
W4 = 7ni47;i + 77l24'y2 + ^34^3 + UIaaV^ 

also 

W2 = mi2V\ +V2 + 77132^3 mod r 
'7/;4 = mi4Vi + 77134^3 + U4 mod r 

wegen (f) und damit {v2,V4) = {w2,W4) mod r, weil f i = 7;3 = mod r. 
Die folgenden Überlegungen zeigen, daß diese Kongruenzbeziehungen auch 
hinreichend sind. Nach dem I.Schritt können wir ohne Einschränkung an- 
nehmen, daß die Vektoren v und w durch (r, ^2,0,^4) bzw. {r,W2, 0,104) 
gegeben sind. Es ist {v2,V4) = {w2,W4) mod r, also V2 = kr + W2 und 
V4 = Ir + W4 für geeignete k,l G Z. Der Vektor w geht unter Anwen- 
dung der Matrix Mi{k)M2{l) auf {r,W2 + kr,ltw2 — ktW4 — kltr,W4 + Ir), 
der durch ein geeignetes Element aus _7i(SL(2,Z)) C Fi^t auf v geht, da 
ggT(r, ltw2 — ktw4 — kltr) = r ist. □ 

KoroUar 2.2 Die Gruppe Fi t operiert transitiv auf der Menge der primi- 
tiven Vektoren mit t-Divisor 1. 

Damit können wir nun die Geraden in klassifizieren. Bezeichnen wir mit 
fi{t) die Anzahl der Teiler von t, so gilt 

Satz 2.3 Die eindimensionalen (und somit isotropen) Unterräume in 

zerfallen unter der Operation von T1 ^ in genau fi{t) Bahnen. 

Es seien ri,i = 1, . . . , fi{t) die Teiler von t. Dann ist die Anzahl der Fi^^- 

B ahnen eindimensionaler Unterräume durch 

/ X / (i^ + l)/2 tungerade 
m--=X.-in) = [ (^2 + 4)/2 t gerade 



bestimmt. 
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Beweis: Zuerst wird jede Gerade in mit dem bis auf Vorzeichen eindeutig 
bestimmten primitiven Vektor aus Z^, der die Gerade erzeugt, identifiziert. 



Nacli Satz 2.1 sind zwei primitive Vektoren genau dann ^-äquivalent, 
wenn sie den gleichen t-Divisor haben. Für t ergeben sich hieraus 
Möglichkeiten. 

Unter der Operation von Ti^t bleibt zusätzlich die Auswahl von (02,04) 
mod r und modulo Vorzeichen, das heißt die Auswahl eines Element aus 
Ai{r), deren Mächtigkeit wir in Lemma mit z^(r) bestimmt haben. 
Es ist leicht zu sehen, daß die Abbildung J\fr{t) Ni{t/r) gegeben durch 
(a, 6) I— > {a/r,b/r) bijektiv ist. Daraus folgt sofort 

r\t,r<3 r\t,r>3 

= E E Mr) 

r\t,r<3 r\t,r>3 

= - E #A/'(r) + EMO 

r\t,r<3 r\t 

= - E #A/'(r) + 2V^(t) 

r\t,r<3 

Der erste Term ist —1 für t ungerade und —1 — 3 = 4 für t gerade. □ 
Kommen wir nun zu der Klassifizierung der isotropen Ebenen. Erst hier 
wird die Forderung quadratfrei an t zum Tragen kommen. Jede isotrope 
Ebene h aus können wir als Erzeugnis zweier primitiver Vektoren v und 
w schreiben. Ohne Einschränkung werden wir zusätzlich an die erzeugenden 
Vektoren die Forderung stellen, daß sie das Gitter hz '■= hCi erzeugen. 

Lemma 2.4 Es sei t quadratfrei und h = v A w eine Ebene mit dt{v) = 
r, dt{w) = s und hi = 'Lv ® "Lw. Dann sind r und s teilerfremd. 

Beweis: Nach den obigen Überlegungen können wir ohne Einschränkung 

V = (r, 1,0, 0) voraussetzen. Angenommen, r und s sind nicht teilerfremd. 
Es sei m := ggT(r, s). Wir schreiben mr' = r und ms' = s mit ggT(r', s') = 
1. Aus der Isotropieeigenschaft von h ergibt sich = —^w^. Für den 
t-Divisor von w gilt dt{w) = ggT{wi,W3,t) = s und insbesondere, da m die 
Zahl s teilt 

t 

— Wi = W3 = wi = mod m 
r 

Nun sind aber ^ und m teilerfremd: Hätten ^ und m einen gemeinsamen 
Teiler / > 1, so können wir - = t'l und m = m'l mit ggT(t',m') = 1 
schreiben. Dann wäre aber t = t'lr = t'lmr' = tt^m'r' im Widerspruch 
zu t quadratfrei. Die Zahl m teilt also r,wi.,wz und Wi. Da die Vektoren 

V und w das Gitter hi erzeugen, wird dieses auch von w' = w — W2V = 
{wi — rw2,0,W3,Wi) und v erzeugt. Insbesondere muß w' auch primitiv 
sein, aber m ist gemeinsamer Teiler von wi — rw2,W3 und W4. □ 
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Satz 2.5 Es sei t quadratfrei und h = v Aw eine isotrope Ebene mit dt{v) = 
r,dt{w) = s und h'^ = "Lv ® T^w. Dann gibt es primitive Vektoren v,w, so 
daß hi = 'Lv (B "^w und dt{v) = 1. 

Beweis: ¥jS sei h = v f\ w mit obigen Voraussetzungen gegeben. Dann ist 



nach Lemma 2.4 ggT(r, s) = 1. Für den Fall, daß einer der Vektoren den 
t-Divisor t hat, ist also nichts zu zeigen. 

Es sei m = vaiB.{dt{u) : u G /i^} und v ein primitiver Vektor mit dt{v) = m. 
Da V und w das Gitter hj, aufspannen, gibt es ganze Zahlen A, € Z, so daß 
V = Xv + nw gilt. Da v primitiv ist, sind insbesondere A und /i teilerfremd. 
Wähle I/, ^ € Z so, daß Xu + fi£^ = 1 ist und definiere w := —(,v + uw. Die 
Vektoren v und w spannen damit das Gitter hz auf. 



Angenommen, es gilt m > 1. Nach Satz 2.1 gibt es ein 7 G F^^, so daß 
ü • 7 = (m, 1,0,0) =: v' ist. Setze {w[,w'2,w'^,w'^) = w' := ü) • 7 und 
h' = v' A w' . Das Gitter /i^ wird von v' und w' aufgespannt und es gilt 
m = mm{dt{u') \ u' € h'^}. Gäbe es nämlich einen primitiven Vektor u' mit 
dt{u') < m, dann wäre u' ■ "f^^ Teil einer Basis von hz und dt{u' ■ < m. 
Wir setzen / = ggT(m,w'i) und werden folgende Fälle unterscheiden: 
1) l = m. Ohne Einschränkung sei w'i = (Ist nämlich w[ 7^ 0, dann gibt 
es eine Zahl /c € Z, so daß w[ = km. Das Gitter h'^ wird dann auch von 
v' und w' — kv' erzeugt). Das Gitter /i^ wird von v' und w', also auch 
von V := v' + w' = {m,W2 + l,w'^,w'^) und w' erzeugt. Insbesondere ist v 
primitiv. Der t-Divisor von w' ist dt{w') = ggT(0, tt^g, t) =: Da v und 
w' das Gitter hL aufspannen, gilt nach Lemma 2.4, daß ggT(m,/') = 1 ist. 



Dann ist dt{v) = ggT(m, w'^,t) = ggT(m, /') = 1 im Widerspruch zu m > 1. 
ii) / < m. Schreibe w'i = kl und m = m'l. Da l = ggT{m,w[), gibt es 
A',//' G Z, so daß X'm + fj,'w[ = l, das heißt X'm' + fj,'k = 1 und somit 
spannen die Vektoren v := X'v' + fi'w' = (/, A' + fi'w2, fJ-'w'^, fi'w'^) und w := 
—kv' + m'w' das Gitter /i^ auf. Es gilt jedoch dt{v) = ggT(/, fiw'^, t) <l < m 
im Widerspruch zur Minimaleigenschaft von m. □ 

KoroUar 2.6 Jede isotrope Ebene h kann als Erzeugnis zweier Vektoren v 
und w mit hz = Zu © Zw, dt{v) = 1 und dt{w) = t geschrieben werden. 



Beweis: Nach Lemma 2.5 können wir ohne Einschränkung annehmen, daß 



dt{v) = 1 gilt. Dann gibt es nach Satz |2jJ ein 7 aus F^ ^, so daß v-^ = vq ist. 



Setze w := w - ^ und h := vq Aw. Das Gitter hz wird von vq und w erzeugt. 
Für w = {wi,W2,W3,Wi) folgt aus der Isotropieeigenschaft, daß W3 = ist. 
Das Gitter hz wird auch von w' = w — wiVq und vq erzeugt. Der f-Divisor 
von w' ist dt{w') = ggT(0, 0, t) = t. Nun ist h = {vq ■ A {w' ■ 7"^) und 
hz = Z(uo • 7~^) ® Zi{w' ■ 7~^). Aufgrund der Invarianz des t-Divisors unter 
F^ f- folgt die Behauptung. □ 

Satz 2.7 Die Gruppe F^ ^ operiert transitiv auf der Menge der isotropen 
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Ebenen. Die Menge der Ti^t-Bahnen isotroper Ebenen wird von 0{t) in- 
diziert. 

Beweis: Es sei h = v A w mit hi = TjV ® l-w und dt{y) = 1 eine isotrope 



Ebene. Nach Satz 2A_ gibt es ein 7 G F^^, so daß v ■ ^ = vq ist. Wir 

setzen w := w ■ ^ und h = vq A w. Ist w = {wi,W2,W3,W4), so folgt aus 
der Isotropieeigenschaft 1^3 = 0. Indem wir wi durch w — wiVq ersetzen, 
können wir wi = voraussetzen. Da vq und w das Gitter hz erzeugen, 
ist ggT{w2,W4) = 1. Wählen wir nun X, fj, & Z mit Xw2 + i^Wi = 1, so ist 

7 = t^^) ^ SL(2,Z) und ^2(7) € f°,t überführt die Ebene h nach 

uo Au(i o), womit die erste Aussage gezeigt ist. 

Es sei nun h = vAw wie oben. Da Ti^t auf der Menge der primitiven Vektoren 
mit t-Divisor 1 transitiv operiert, können wir ohne Einschränkung h = vqAw 
annehmen. Wieder können wir annehmen, daß wi = und aufgrund der 
Isotropieeigenschaft von h ist W3 = 0. Die Einträge W2 und müssen 
notwendigerweise teilerfremd sein, da w sonst nicht primitiv wäre. Jede 
isotrope Ebene ist also äquivalent zu einer Ebene der Form h = vq AU(^2,«)4) 
mit ggT[w2,W4) = 1. Das Paar {w2,W4) kann kein Torsionselement in 
sein und es definiert deshalb eine mit [w2, w^Iq^^-j bezeichnete Klasse in 0{t). 
Wir werden zeigen, daß die Zuordnung 



wohldefiniert und bijektiv ist. 
i) <I> is wohldefiniert: 

Dazu sei h := ^^(^,2,^,4) eine zu h äquivalente isotrope Ebene, also h-^ = h 
für ein 7 € Fi^^. Dann wird das Gitter von vq ■ 7 und w ■ 7 aufgespannt, 
das heißt 

■Wo • 7 = 0^0 + bv^ü,2,w4) 
= CVO + 

für ein ( ^| G GL(2,Z). Der t-Divisor ist unter der Operation von Ti^t 



c d 

invariant, es gilt damit 

dt{wj) = dt{w) = ggT{0,0,t)=t 

und somit muß c = mod t gelten. Da c und d teilerfremd sind, gilt 
ggT(d, t) = 1. Die Zahl d repräsentiert also eine Einheit in Zf Schreiben 
wir 7(w) = {wi,W2,W3,W4), so ist also (iü2)ii'4) = {dw2,dwi) mod t. Nun 
ist die Restklasse (102,1114) mod t unter Ti^t invariant, es gilt also 



(102,1114) = (w2,W4) = (dw2,dwi) mod t 
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Die Restklassen {'W2,W4,) mod t und {w2,W4,) mod t stimmen bis auf ein 
Vielfaches eines Repräsentanten einer Einheit in überein und somit ist 

[w2,W4]o{t) = [w2,W4]o(t)- 

ii) $ ist surjektiv: 

Für eine Restklasse [w2,Wi]Q(^^^ wählen wir einen Repräsentanten {w2,w'^) 
mit ggT{w2,'w'^) = 1. Dann ist die Bahn von isotropen Ebenen, die durch 
h = vq A ■«(u,;,,^^) repräsentiert wird, im Urbild von ['^2, w^4]o(()- 

iii) $ ist injektiv: 

Es seien {w2,Wi) und {w'2,'w'^) zwei Repräsentanten aus [t«2, it'4]o(f)- Dann 
ist {ew2, ew/^) = (^2) ""^4) mod t für einen Repräsentanten e einer Einheit in 

Zt, also insbesondere ggT(e,t) = 1. Wähle nun A,/x € Z so, daß ^ 



aus SL(2,Z) ist. Die Vektoren 



t e 



w := tvo + e?;(^2_^4) 
spannen dann das Gitter hz auf. 

Es gilt dt{v) = ggT(/i,0,t) = 1 und dtiw) = ggT(i,0,t) = t. Nach Ko- 
rollar ^]2| gibt es ein 7 G Fi^^ mit ?) • 7 = vq. Wir setzen w := tt; • 7 und 
schreiben w = {'Wi,W2,'W3,Wi). Dann muß wieder W3 = sein und ohne 
Einschränkung können wir wi = annehmen. Da die Kongruenzklasse 
{ew2,ew4) mod t invariant unter Fi ^ ist, gilt 

{w2-,W4) = {ew2,ew4) = (^2,1^4) mod t 



Nach [ph| , Lemma 1.42] gibt es ein g € Fi(t), so daß {w2,W4) ■ g 



^2' 



ist. Die Matrix 7 := j2{g) ist aus Fi ^ und 

{vo ■ 7) A (w(ü,2,d,4) ■ 7) = ^^0 A v^^>^^^^^^ = h' 

Das heißt also, 77 € Ti^t überführt die isotrope Ebene h nach h'. □ 
Damit sind die Ecken der Titsgebäude T{Ti^t) und T(rj ^) vollständig be- 
schrieben. Was bleibt, ist die Untersuchung der Kanten der Titsgebäude. Im 
Fall T(r° 4) können wir uns auf die Ebene (1, 0, 0, 0)A(0, 1, 0, 0) beschränken, 
die bis auf Äquivalenz die Unterräume enthält, die von primitiven Vektoren 
(sj, 1,0,0) aufgespannt werden, wobei Si alle Teiler von t durchläuft. Für 
T(F^j) ergibt sich also eine l^(())-Konfiguration: 

Lemma 2.8 Sind r^, i = 1, . . . , ^(f) die Teiler von t, so enthalt jede isotrope 
Ebene bis auf Ti^t-Äquivalenz genau 

tx(t) 
i=l 



Geraden. 
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Bild 1: T(n, 



Beweis: Es reicht aus, dazu die isotrope Ebene h = fo A'L'(i q) betrachten. 
Diese enthält bis auf Äquivalenz die Geraden, die von primitiven Vektoren 
der Form (ri,k, 0,0) aufgespannt werden. Was bleibt, ist die Auswahl von 
k aus Z^J ib 1, dessen Mächtigkeit wir mit (/»(rj) bestimmt haben. □ 

Wir bezeichnen mit Sj f [ii'2> ^^4]o(() ) die Bahn von isotropen Ebenen, die 



durch [if2i ^i'4]c)(^) bzw. mit £ ^[x2, X4]_yy^(^^ j die Bahn von Geraden, die 
durch den Teiler r und der Restklasse [x2,Xi]j^i^^-^ bestimmt ist. 



Lemma 2.9 Je zwei Ecken S) u^4]c)(() j und £ [2^25 2:4] _A/((r)j Tits- 

gebäude T(Ti^t) werden genau dann miteinander verbunden, wenn {w2,W4) 
und {x2,X4) die selben Restklassen in 0{r) bestimmen. 

Beweis: Da [u;2,'W4] € 0{t) ist, repräsentiert {w2,W4) kein Torsionselement 
in . Die Zahl r teilt t und damit ist (^2, "^4) auch kein Repräsentant eines 
Torsionselements in Z^, das heißt, [«^2) '"^4]c)(r) ist wohldefiniert. 
(^) 

Seien Sj ([uj2,W4]q^^^^ und £ ([x2,X4]j^(^^'^^ miteinander verbunden. Dann 

gibt es für jedes Element h aus S) (^[■u^2> ^^4]c)(()^ einen Repräsentanten i S 

£ ^[x2, X4]^(j,)^ mit ich. Wir wählen h = vq A V(u,2,«,4)- Mit v = 
(f 1, f2, f3, ^4) bezeichnen wir den bis auf Vorzeichen eindeutig bestimmten 
primitiven Vektor, der den Unterraum i aufspannt. Dann läßt sich v als Lin- 
earkombination V = ofo+6f (i„2,w4) a,b £ Z schreiben. Da i Repräsentant 
der Bahn £ ([x2, X4]j^^^-j^ ist, gilt dt{v) = r und (f2,f4) = ix2,X4) mod r. 
Also muß a die Kongruenz a = mod r erfüllen. Dann ist b aber Repräsentant 
einer Einheit in Z^, weil v sonst nicht primitiv wäre. Somit stimmen (^2, ^4) 
und {w2,W4) bis auf eine Einheit in Z^ überein und damit gilt [1^2, 14^4] ^j-^) = 

b2,W4]ci(^) = [x2,X4]a(r)- 

Es gelte [x2,X4]c)(r) = [if^2, ^i'4]o(r) und h = vq /\V(^^^^^^) £ S) ([1^2, ^i'4]c)(f)) • 
Nun ist [x2, x^jj^^^-j = [ew2,ew4]j^^,^-j für einen Repräsentanten e einer Ein- 
heit in Z^. Betrachte den Unterraum i, der von {r,ew2,0,ew4) = rvQ + 
et;(^2,u>4) ^ ^ erzeugt wird. Dann gilt ich, und nach [ew2, ew^lj^^^^-^ = 
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[X2,X4\^(^^^ auch £ G £ [^[x2,X4];^j(^)j. □ 

Mit diesen Angaben können wir letzlich das Titsgebäude T{Ti^t) angeben: 

Satz 2.10 Das Titsgebäude T{Ti^t) ist ein Graph mit ip(t) Ecken, die von 
Geraden iß = Qvq und iri.(v2-v4) — ^2, 0, ^4) repräsentiert werden, 

wobei ri alle Teiler^ 1 vont und {v2,V4) alle Restklassen mA^(rj) durchläuft, 
sowie ü{t) Ecken, die von Ebenen /i[u;2,tü4] = "^0 'i'(u;2,t«4) repräsentiert wer- 
den, wobei {w2,W4) alle Restklassen in 0{t) durchläuft. Jede Ecke /i[^2,«)4] 
wird mit der Ecke iß verbunden und ^ri,{v2,v4) wird genau dann mit der Ecke 
h[w2,wi\ verbunden, wenn (f2)^^4) und {w2,W4^) Repräsentanten der gleichen 
Restklasse in 0{ri) sind. 




:'Ebenen ' und • :'Geraden 

Bild 2: T(fi,io) 



3 Die Gebäude T(fip(g)), p,q prim, p > 3. 

Wir werden das Titsgebäude der Paramodulgruppe Ti^p{q) zur Stufe q und 
Typ (l,p) berechnen. Der Einfachheit halber setzen wir voraus, daßp sowie 
q Primzahlen sind, und p > 3 ist. Die entsprechenden Modulräume sind 
(noch) nicht so gründlich untersucht worden: wir erwähnen aber den Fall 
p = 3, q = 2, das der Nieto-Quintic (siehe [|BN[ ) entspricht. 
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Die Gruppe Ti^p{q) ist der Kern der Reduktionsabbildung cpq : r°p — > 
GL(4, Zq). Allgemein bezeichnen wir mit A die Restklasse mod q irgen- 
deiner Matrix A. 

Lemma 3.1 Wenn p ^ q ist, ist das Bild (j)q{T°p) eine zu Sp(4, Zg) kon- 
jugierte Untergruppe von GL(4, Zg). 

Beweis: Für jedes 7 G (/)g(r^ p) ist 7A*7 = A. Da p ^ q ist, ist A eine 
nicht-entartete schief-symmetrische quadratische Form auf Z^ und damit 
I2' 



zu J = äquivalent. Die Gruppe Sp(A, Zg) ist deshalb durch 

Konjugation mit Rp zu Sp(4, Zg) isomorph und enthält (pg{Tlp). 
Nach [H, A.5.2] ist Sp(4,Zq) von J und (^^ f )' = erzeugt. Al- 
so ist Sp(Ä, Zq) von RpJRp^ = ^ ^ ) ("o^ \^ ~ 



I2 5"'^ ^ ^, (Si S2\ 



, erzeugt, wobei 5' = • i? , € Z. Es seien ganze 

U I2/ V-^s 53/ 

Zahlen A,/i so gewählt, daß Xp — fiq = 1 ist. Dann ist ( ^ ) mit 

V I2J _ 

S=( . ^^^1 in f? „ und insbesondere im Urbild von ( "^^ 

\^S2(1 + m) Assy I2 

Wählen wir anderenfalls ganze Zahlen A, // mit —Xp + fj,q = —1 und a, ß mit 
ap -|- /3g = — //, so liegt 



M 



/ 1 \ 

ßq aq + \ 

-10 

\0 -P q J 



in und <A,(M) = ^q'). □ 



Lemma 3.2 Ist q^p, so operiert 4>q{^\^ transitiv auf Zg\{0} . Ist q = p, 
so gibt es genau zwei 4)p{V\ p)- Bahnen auf Z^ \ {0}, und zwar kerÄ \ {0} 
und Zp \ ker A. 



Beweis: Sp(4, Z^) operiert transitiv auf Z^ \ {0} und nach Lemma 'iA gilt 
dieses damit auch für (/»^(rj p), falls g 7^ p ist. 

Im Falle q = p ergibt sich: die Gruppe (j)p{T\p) erhält die Form A sowie 
ker A = {(0,r;2,0,'Ü4) | t'2, "04 G Zp}. Die Untergruppe 0pj2 ( SL(2, Z)) < FJ^p 
operiert wie SL(2,Zp) auf ker A, also transitiv. 

Sei dann (wi, 02, "Ws, "^4) G \ {0} und (^1,03) 7^ (0,0). Durch Anwendung 
eines geeigneten Elements aus (/»pji ( SL(2, Z)) können wir annehmen, daß 
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(01,03) = (1,0) ist. Aber (1,^2, 0,^4) wird von {M2{-lY*Mi{-iy^), 
gefolgt von einem Element aus i^pj'i ( SL(2, Z)) auf vq transformiert. □ 
Ein Vektor u € heißt lang, wenn für alle w S gilt: p\vA^w, sonst heißt 
er kurz. 

Bemerkung. Die langen Vektoren (bzw. kurzen Vektoren) sind gerade 
die Vektoren v mit dp{v) = p (bzw. dp{v) = 1). 

Lemma 3.3 Es seien v, v' € Z^ kurz und primitiv. Die Vektoren v und v' 
sind dann und nur dann Ti^p{q) -äquivalent, falls v = v' ist. 

Beweis: Falls v' = 'jv für ein 7 E Ti^p{q), ist klar, daß dann v = v' gilt. 
Sei dann v = v'. Nach Lemma dürfen wir annehmen, daß v = vq 



ist. Dann ist ggT(T;i,t;3) prim zu pq ggT{v2,V4). Wenden wir Lemma 1.2 
auf ivs,vi,pqv2, —pqv^) an, so liefert dieses ganze Zahlen X,fj.^Z, so daß 
ggT(t;i,f3 + Xpqv2 — npqvi) = 1 ist. Wenden wir M2{qYMi{q)'^ auf v an, 
so werden die Einträge (fi,f3) nach (^1,^3 + \pqv2 — l^pqv^ — Xßpq^vi) 
transformiert. Es gilt ggT(fi,f3 + \pqv2 — IJ-pqv^ — Xfipq'^vi) = 1. 
Wir können also annehmen, daß vi und ^3 teilerfremd sind. Da auch 
ggT(g, Vi) = 1 ist, gibt es ganze Zahlen A', /x' so daß X'vi + fi'qvs = 1 ist. Die 

Matrix ( , | ist aus Li (q) und 7i ( ( , I 1 transformiert uns 

VA ^1 J WA viJJ 

den Vektor v nach (l,V2,0,v^). Anwendung von M2{q)~'"^/'^ führt diesen 
nach (1, — P'y2^^4) 0) über. Wieder durch Anwendung eines geeigneten El- 
ements aus ji {Ti{q)) wird dieser nach (1, U2, 0, 0) transformiert, der letztlich 
via Afi(g)^'"2/<? nach vq übergeht. □ 

Lemma 3.4 Es seien v,v' € Z^ lang und primitiv. Ist q ^ p, so sind die 
Vektoren v und v' dann und nur dann Ti^p{q)- äquivalent, falls v = v' ist. 
Ist q = p, so zerfällt jede Restklasse mod q von langen Vektoren aus Z^ in 
genau q^ unterschiedliche Ti^p{q) -Bahnen. 



Wie vorher können wir nach Lemma 3.2 annehmen, daß v = (0,1,0,0) E 
Zg. Da ggT{v4,,V2,qvi,qv^) = 1 ist, können wir X, fi £ Z finden, so daß 
ggT(?;2,f4 + Xqvi + ßqvs) = 1. Durch Anwendung von zuerst M2{q)^ 
und danach M^lq)^ wird v auf einen Vektor mit V2,V4^ teilerfremd trans- 
formiert. Durch Anwendung eines Elements von j2(ri(g)) können wir auf 
V = {vi, 1,^3,0) reduzieren. Dann ist p sowie q Teiler von ggT(?;i, 'L'3), da v 
lang, bzw. v = (0,1,0,0) ist. 

Bei q p gilt also pq\ ggT{vi,V3) und wir setzen vi = pqv'i, V3 = pqv'^. 
Wenden wir jetzt M2{qY gefolgt von einem Element aus J2(ri((?)) an, so 
können wir statt (fi, 1,^3,0) mit {vi,l,V3 -\- vpq,{)) arbeiten. Wenn wir 
ein geeignetes v wählen, können wir annehmen, daß v = (fi, 1,^3,0) mit 
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ggT{v'i,v'^) = 1 ist, und V3 / 0. Dieser wird aber von M2{q) gefolgt von 
M3(g)< in (0, 1,0,0) G transformiert. 

Bei q = p scheitert diese Argumentation, weil man statt Vi = pqv[ mit 
ggT{v']^,v'^) = 1 nur vi = pv'^^ = pv'^ und ggT{v[,v'^)\p hat. Jeder 
lange primitive Vektor mit Restklasse v = (0,1,0,0) G Zp ist zu einem 
{ap,l, ßp,0), < a, ß < p äquivalent. Es stellt sich noch die Frage, ob 
diese Vektoren möglicherweise unter sich ri^p(p)-äquivalent sind. Der Vek- 
tor (0,1,0,0) ist aber weder zu (ap, 1,0, 0) noch zu {0,l,ßp,0) äquivalent 
{a, ß 7^ 0). Sonst gäbe es Matrizen aus Ti^p{p), deren zweite Zeile 
(ap, 1,0,0), bzw. (0, l,/3p, 0) ist. Dann wäre aufgrund der symplektis- 
chen Bedingungen z.B. M^^ = M^^: aber Mj^ = 1 und M^^ = 0. Die 
Bedingungen bei M~ führen ebenfalls zum Widerspruch. Da (0,1,0,0) zu 
{ap, 1, ßp, 0) p-äquivalent ist und ri^p(p)<ir^ ^ ist, genügt dieses um zu be- 
weisen, daß die Vektoren {ap, 1, ßp, 0), < a, ß < p nicht ri^p(p)-äquivalent 
sind. □ 

Satz 3.5 Bei q ^ p,2 (bzw. q = p, q = 2) zerfallen die eindimensionalen 
isotropen Unterräume von unter der Operation von Ti^p{q) in q'^ — l (bzw. 
q^ — q'^, 30) Bahnen. 

Beweis: Jede Gerade £ C enthält genau zwei primitive Vektoren aus 
Z"^, die wir mit ±V£ bezeichnen. Zwei Geraden i und i' sind genau dann 
äquivalent, wenn {=bu£} mit {±V£'} äquivalent ist, also wenn vi zu ±Vi' 
äquivalent ist. Bei q p heißt das, daß V£ und beide kurz oder beide 
lang sind, und vi = ist. Die Bahnen der Geraden entsprechen also 

[vi, Länge] G (Z^ \ {0}) x {kurz, lang}/ ± 1. 

Bei q 2 heißt das (g^ — l).2/2 = — 1 Bahnen. Bei q = 2 operiert ±1 
trivial und man hat also (g'* — 1).2 = 30 Bahnen. 

Bei q = p und vi kurz läuft alles wie oben, ausgenommen nur, daß vi G 
Zq \ ker Ä ist und es daher für vi statt q^ — 1 nur — q^ mögliche Werte 
gibt. Man hat deshalb {q'^ — q^)/2 Bahnen von Geraden, die von einen kurzen 
Vektor erzeugt sind. Ist W£ lang, so hängt seine ri^p(p)-Aquivalenzklasse nach 
Lemma |3.4| nicht nur von Ui G ker Ä \ {0} sondern auch von der Restklasse 



mod p^ der Projektion von in (j)^ ^(ker A) ab. Dafür gibt es genau p^ = q^ 
mögliche Werte, man hat also {q^ — l)q^ mögliche Li p(p)-Aquivalenzklassen 
des Vektors Vf, und damit wiederum {q'^ — q^)/2 Bahnen von Geraden, die 
von einem langen Vektor erzeugt sind, also insgesamt (g^ — q^) Bahnen von 
Geraden. □ 



Wenden wir uns nun den isotropen Ebenen aus zu. Nach Korollar 2.t 
kann jede isotrope Ebene h als Erzeugnis v Aw eines kurzen Vektors v und 
eines langen Vektors w mit /iz = Zu © Zw, geschrieben werden. Notwendi- 
gerweise ist w ^v, da hl ebenfalls von v — w und w erzeugt ist und v — w 
deshalb primitiv ist. Wäre w = v, so wäre v — w durch q teilbar. 
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Satz 3.6 Ist q p,2 (bzw. q = p, q = 2), so enthält jede isotrope Ebene bis 
auf Ti^p{q)- Äquivalenz genau q^ — 1 (bzw. q^ — q, 6j verschiedene eindimen- 
sionale Unterräume. 

Beweis: Aufgrund der Transitivität von ^ auf der Menge der isotropen 
Ebenen reicht es aus, diese Aussage für die Ebene h = vq A (0,1,0,0) zu 
zeigen. Diese Ebene enthält kurze Vektoren mit genau den Restklassen 
(a,/3,0,0), (ä,/3) G ^2 \ {0} und zwar (a + Ag, /?, 0,0), < a, ß < q mit 
a + ß ^ 2q und ggT(a + Xq, ß) = 1: bei q = p aber ist ä = nicht gestattet. 
Das heißt bei q ^ p,2 (bzw. q = p, q = 2) q^ — 1 (bzw. q^ — q, 3) kurzen 
Vektoren bis auf ri_p(g)-Aquivalenz, also (g^ — l)/2 (bzw. (g^ — q)/2, 3) von 
kurzen Vektoren erzeugten Geraden. Bei q ^ p (insbesondere bei q = 2) gilt 
dasselbe für lange Vektoren. Ist q = p, so sind die Aquivalenzklassen von 
langen Vektoren auf h von (Ag^ + aq, ß, 0, 0) repräsentiert, wobei < ß < q, 
< a < q und ggT(Ag^ + aq, ß) = l ist. Das heißt q{q — 1) langen Vektoren 
und wiederum q{q — l)/2 von langen Vektoren erzeugten Geraden bis auf 
ri,p(p)-Aquivalenz. □ 

Lemma 3.7 Es seien h, h' zwei isotrope Ebenen. Gibt es zu jedem kurzen 
bzw. langen Vektor v' aus h' einen kurzen bzw. langen Vektor v aus h, so daß 

V und v' Ti^p[q)- äquivalent sind, so sind auch h und h' Ti^p{q)- äquivalent. 

Beweis: Es reicht aus, die Behauptung für h' = vq A (0,1,0,0) zu zeigen. 
Nach Voraussetzung enthält h einen kurzen Vektor v mit v = vq und einen 
langen Vektor w mit w = (0,1,0,0) (und, falls q = p, auch wi = W3 = 
mod g^). Ohne Einschränkung können wir annehmen, daß das Gitter Hz von 

V und w erzeugt wird. Es gibt nach Voraussetzung ein 7 € Ti^p{q), so daß 
v-'f = Vq ist. Wir setzen w := w-j. Es folgt aus der Isotropiebedingung W3 = 

0. Da Hz = I'Vqv © 7,w auch von vq und w — wiVq erzeugt wird, können wir, 
ohne die Restklasse w oder bei q = p die Restklasse von {wi,W3) mod q'^ 
zu ändern, wi = voraussetzen. Wie vu ist w primitiv, also ggT(tt;2, ^^^4) = 

1. Durch Anwendung eines geeigneten Elements aus j2(ri('?)) wird w auf 
(0,1,0,0) und Vq wieder auf vo, und damit h = h^'^Q auf h' , geführt. □ 

Satz 3.8 Ist q ^ 2 (bzw. q = 2), so liegt jeder eindimensionale Unterraum 
£ C in genau {q^ — l)/2 (bzw. 3) nicht Ti^p{q)- äquivalenten isotropen 
Ebenen. 

Beweis: Da Sp(A, Z) transitiv auf den Mengen der kurzen bzw. langen 
Vektoren operiert, reicht es, die Aussage für den Fall £ = Qvq bzw. (. = 
Q(0, 1, 0, 0) zu beweisen. Es seien also l = Qwq und h = vq Aw eine isotrope 
Ebene, w lang. Wie oben können wir ohne Einschränkung w = (0, W2,0, W4) 
mit ggT{w2,W4,) = 1 voraussetzen. Dann können wir vermöge j2(Fi(g)) 



auch < W2,W4 < q annehmen: nach Lemma 3.4 sind diese Vektoren (auch 
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bei q = p) nicht äquivalent. Nach Lemma sind die entsprechenden Ebe- 
nen auch nicht äquivalent (aber A(0, W2, 0, w^) = fo A(0, q — W2,0, q — Wi)). 
Das heißt (g^ — l)/2 Ebenen, bzw. 3 Ebenen bei q = 2. 
Die Aussage für den Fall h = v A {0,1,0,0) läßt sich (auch bei q = p) analog 
beweisen. 



Satz 3.9 Es gibt bei q ^ p,2 (bzw. q = p, q = 2) genau {q'^ — l)/2 (bzw. 
{q^ — l){q^ + q)/2, 15 j Bahnen isotroper Ebenen. 



Beweis: Das Titsgebäude hat nach Satz ^ und Satz {q — l){q — l)/2 
(bzw. {q^ — l)(g^ — q^)/2, 90) Kanten. Nach Satz 3.6 entspricht jede Bahn 
isotroper Ebenen (f' — 1 (bzw. (f' — q, 6) Kanten. □ 

Damit liegt für das Titsgebäude T{Ti^p{q)) eine (a^, Crf)-Konfiguration vor, 
wobei a = q'^ -l (bzw q^ - q"^ , 30); b = [q^ - l)/2 (bzw. {q^ - l)/2, 3); 
c = (g4_i)/2 (bzw. {q^ -l){q^ +q)/2, 15); \xndd = q^-l (bzw. q^ - q, 6). 
Setzen wir nun q = 2 oder g = 3 und q ^ p voraus. Wir haben gese- 
hen, daß je zwei eindimensionale Unterräume genau dann äquivalent sind, 
wenn die erzeugenden primitiven Vektoren entweder beide kurz oder bei- 
de lang sind, sowie die gleiche Restklassen mod q bestimmen. Wir können 
also die Bahnen jeweils durch \ {0}/ it 1 indizieren. Ist g = 2 oder 
3, so können wir diese Menge auch als P^(Zq) auffassen. Nun können wir 
jede isotrope Ebenen h als Erzeugnis zweier Vektoren v und w mit v ^ w 
darstellen. Mit der obigen Identifikation können wir damit h = vhw als Ger- 



ade in Gr(l, P'^(Zq)) auffassen. Nach Lemma 3/7 sind zwei isotrope Ebenen 
h und h' genau dann äquivalent, falls h = h' , das heißt, wenn sie die gleiche 
Gerade in Gr(l,P^(Zg)) bestimmen. Wir können also die Indexmenge der 
Bahnen isotroper Ebenen als Teilmenge der Grassmannschen Gr(l,P^(Zg)) 
auffassen. Man kann jede Gerade in P" durch ihre Plückerkoordinaten 
beschreiben. In unserem Fall sind diese durch 



Pij = det ( ^J] 



für eine Gerade v f\w ^ Gr(l,P^(Zq)) gegeben: bekanntlich ist {pij) genau 
dann in Gr(l, p3(Zg)), falls 

Pl2PZi + P13P24 + PUP23 = 0. 

gilt. 

Eine Gerade in Gr(l,P^(Z2)) repräsentiert genau dann isotrope Ebenen, 
wenn h = v f\vö va 1^2 isotrop ist, das heißt, wenn die Gleichung 

det(!i ^^Udet^^^ ^2 



erfüllt ist. 



'Ebenen • und • : -Geraden 

Bild 3: T(fi,p(2)) 
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Eine Ebene ist also genau dann isotrop, wenn für ihre Plückerkoordinaten 
Pi3 = P3i in Gr(l,P^(Zg)) gilt. Die Bahnen der isotropen Ebenen ent- 
sprechen daher den Lösungen in P^(Zg) von xqXi + + x| = 0. 
Im Fall q = 2 kann man sich diese dann folgendermaßen veranschaulichen. 
Den Raum P^(Z2) stehen wir uns durch die Punkte dar, die bei der baryzen- 
trischen Unterteilung eines Tetraeders entstehen. Dies sind genau 4 Eck- 
punkte, 6 Kantenmittelpunkte, 4 Flächenmittelpunkte und ein Schwerpunkt, 
also ingesamt 15 Punkte. Die Koordinaten der Eckpunkte seien (1,0,0,0), 
(0,1,0,0), (0,0,1,0) und (0,0,0,1). Die Koordinaten der anderen ergeben 
sich dann durch Addition. In dieses Gebilde können wir dann die 15 pro- 
jektiven Geraden eintragen, die Bahnen isotroper Ebenen entsprechen: 

(0001) 







(1000) 




■o(OOlO) 



(0100) 



Bild 4: ¥^(^2) und die Bahnen isotroper Ebenen im Fall q = 2 
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